LECON 2 :ETUDE D’UNE FONCTION RATIONNELLE

Objectifs pédagogiques :
ax’ + bx+ ¢
dx + e

Reconnaitre une fonction rationnelle du type

Etudier et construire une fonction rationnelle.

Pré-réquis

, . : PP . L. -2x+ 1
1. Déterminer le domaine de définition de la fonction g définie par g(x) = v
2. Calculer les limites de g aux bomes de son domaine de définition.
3. Calculer la dérivée ¢’ de g.
Correction

F . . e i : - -2x + 1
1. Déterminer le domaine de définition de la fonction g définie par g(x) = 5

I —

D, =] — 00,2[U]2, +00]

2. Calculer les limites de g aux bomes de son domaine de définition.

z |- 2 4o
lim —2x+ 1 = -3 [ s - + e | lim g(x) = +o0
lim x— 2 = 0 | lim g(x) = —oo

3. Calculer la dérivée ¢’ de g.
g est dérivable sur | — oo, 2[U]2, +00| et pour tout x €lément de | — oo, 2|U]2, +00],

(—2x+D'(x-2)—-(x—=-2)2x+ 1)

(x—2)?
2(x=-2)—-(-2x+1)

(x-2)*

g (x)

3
(x = 2)

SITUATION PROBLEME Pour déménager, une agence de location de véhicules propose
un camion a Nyangono. Pour ce camion :

+ Nyangono loue ce camion a 8000 FCFA par heure (camion et chauffeur compris) pendant
toute la durée du déménagement.

* Nyangono recrute un certain nombre de manoeuvres qu il paie a 2000 FCFA chacun et par
heure pendant toute la durée du demenagement.

* La duree des opérations de charge et de décharge (avant et aprés le voyage) est inversement

proportionnelle au nombre de manoeuvres recrutés.



+ Chaque manceuvres recoit 2 000 FCFA par heure pendant toute la durée du déménagement.

+ Un seul manceuvre mettrait 2 heures pour les opérations de charge et de décharge. ce ca-
mion charge met deux heures pour réjoindre le domicile de Etame. Déterminer le nombre de
manceuvres pour lequel la dépense est minimale de ce camion.

ACTIVITE D’APPRENTISSAGE

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; i f) On considére la fonction définie par

x+5x+4 ,
f(x) = = et (C) sa courbe représentative.

1. (a) Déterminer le domaine de définition de f.
(b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2. (a) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout x élément du domaine de définition,

f(x):a_r+b+g.

(b) Montrer que la droite (d) d'équation y = x + 5 est asymptote oblique a (C) en +co et

en —oo. Trouver |'autre asymptote.

(c) Etudier la position relative de (d) et (C).
3. (a) Ftudier les variations de f sur son ensemble de définition.

(b) Dresser le tableau de variation de f.

(c) Déterminer les extremum éventuelles.

(d) Montrer que le point €2(0, 5) est centre de symétrie de (C).
4. Construire (C) est ses asymptotes.
5. Repondre a la situation probléme.

Solution

Le plan est muni d’un repére orthonormé (01, j). On considére la fonction définie par

¥ +5x+4
f(x) = . < et (C) sa courbe représentative.
X

l. (a) Détermmons le domaine de définition de f.
Dy =] - 00; 0[U]O; +00]|

(b) Calculons les limites de f aux bomes de son ensemble de définition.

lim f(x) = lim x = —co: lim f(x) = lim x = +00: lim f(x) = lim ! = —c0 et
.r—r-nnf( ) A h-00 x—imf( ) b =00 x-+{= f( ) x=0 4

lim f(x)= lim : = +o0.

x -0t f( ) x=al* 4

2. (a) Déterminons les réels a, b et ¢ &l que pour tout x élément du domaine de définition,

P
f(x)=ax+b+ =



(b)

(C)

(a)

(C)

X+5x+4 2 5 4 4
Oﬂﬂf(-l‘)=r+ i =£+—x+—=_r+5+—.Ainsia=l:b=5frc=4
X X X X X

Montrons que la droite (d) d’équation y = x + 5 est asymptote oblique a (C) en +oo

et en —oo, Trouver I'autre asymptote.

Ona lim [f(x) —(x+5)] = lim 2 =0et lim [f(x) - (x+5)] = lim 2 =0.

X =—t=0D0 X —4=00 =400 X =400

Donc la droite (d) d’équation y = x + 5 est asymptote oblique a (C) en +co et en —oco.

Deplus donc la droite d’équation x

Etudions la position relative de (d) et (C).

En étudiant le signe de — dans un tableau de signe, on remarque que :
-

- ¥ x €] -00;0], (C)e:::l en dessous de (d).
- ¥ x €]0; +00], (C) est au dessus de (d).

Etudions les variations de f sur son ensemble de définition.
x+5)(x) -1 +5x+4) x -4

1

x* "
f(x)=0=x>-4=0= x=2ol x =-2eton ala tableau de signe ci-dessous :

festdénvable surR*et¥V x € R*, f'(x) =

Détermimons les extremums éventuels.

On a | comme maximum relatf atteint en =2 et Y comme mmimum relatif atteint en

2.



(d) Montrons que le point £2(0,5) est centre de symétrie de C. On a pour tout x € R,

-xeR%et:
X+5x+4 (—x)*+5(-x)+4
f)+ f(-x) = . = _i

- x3+5.r+4+x3—5x+4

B X —

- 12+5.r+4+—.r1+5.r—4

B X " o

_ 10x

X

= 10

Donc le point £2(0, 5) est centre de symétrie de (C).

4. Construisons (C) et ses asymptotes.

5. Répondons a la situation probléme.
désignons par x le nombre de manceuvres et par /(x) la fonction qui x(le nombre de ma-
nceuvres) associe la somme a payer pour le déménagement. ¢’est-a-dire f(x) = montant de
la location + le montant a payer aux manceuvres. Si on désigne par f(en heure) la durée de

charge et de décharge du camion.



Puis le camion met 2 heures, on a comme montant de location est 8000(7 + 2). et la durée

d’opération d’un manceuvre étant de deux heures, le montant a payer aux manceuvres sera

2000.1'(:+2).Or£=2 St= %
Ainsi : ' |
hix) = 8000(r + 2) + 2000x(7r + 2)
= (r+ 2)(2000x + 8000)
= (%_ + 2) (2000x + 8000)
B (;‘Z + 2x)2000x + 8000)
X

4000x + 16000 + 400022 + 16000

X
4000x* + 20000x + 16000

¥ s
4000(x*> + 5x + 4)
X

I

En considérant le tableau ci-dessous, on constate que la valeur minimale est attemnte pour

x = 2 On conclu que le nombre manceuvres est 2.

RESUME

0.2. Fonction rationnelle

B X inition 0.2, |

ax: + bx + ¢
dx + e

Toute expression de la forme oua,b,c,d, e sont des réels est appelée Fonction

rationnelle.

EXERCICE D’APPLICATION

Exercice |

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O: i, /). On considére la fonction g définie par
..
X+ 2x

+ |
1. (a) Calculer les limits aux bomes du domaine de définition de g.

gx) = et (C,) sa courbe représentative.

(b) Trouver I'asymptote eventuelle.

(c) Momtrer que g(x) =x+ 1+

ur tout x # -1
x+1 PO



(d) Montrer que la droite (A)d équation y = x + | est asymptote a (Cp).
2. (a) Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.
(b) Ecrire une équation de la tangente a (C,) au point d abscisse 0.
(c) g admet t-clle les extremums relatives ?
3. (a) Déterminer les points de rencontre de la courbe avec les axes de coordonnées.

(b) Construire (C,) avec ses asymptotes et sa tangente.

FExercice 2




